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Enfoque mixto-mixto para flujo bifasico

Norberto C. Vera Guzman

1. Introduccién

En este trabajo se hace el planteamiento de un modelo de flujo bifasico inmiscible incompresible
en una geometria general en 3D. Para ello usamos las ecuaciones de balance de masa de cada
fase, las ecuaciones constitutivas de Darcy para cada fase, la restriccion de saturaciéon total del
medio y la presion capilar definida como la diferencia entre las presiones de fase.

2. Planteamiento del modelo fisico

Siguiendo el enfoque de la Mecanica del Medio Continuo [1], la deduccién del modelo fisico de
flujo bifasico inmiscible-incompresible, se hara utilizando las ecuaciones de masa de cada fase, las
ecuaciones constitutivas representadas por la velocidad de Darcy de cada fase, la restricciéon de
saturacién total del medio y la relacién entre presiones de fase p. [2]. Finalmente, las ecuaciones
de estado vienen dadas por las hipotesis: la temperatura del sistema es constante, la densidad
de los fluidos y la porosidad del medio también son constantes.

0
&(gbpasa) + diV(PaUa) = Ga; o =w,o,

Uy = "2 K (gradp, — pag), @ =w,o, (1)
Sw + So =1,

pc(Sw) = Pw — Po-
Para el buen planteamiento de un problema, es necesario indicar la forma como interacciona el
sistema con su medio ambiente y cual es el estado inicial de tal sistema. Esto se hace definiendo
las condiciones de frontera y las condiciones iniciales, pero por cuestiones metodoldgicas, tales
condiciones se daran cuando se haga la formulacion variacional del modelo.

3. Planteamiento del modelo matematico

Con el proposito de tener un modelo que se pueda manejar desde un punto de vista matematico,
combinamos algebraicamente las ecuaciones (1).
Entonces, bajo la consideracién de incompresibilidad de los fluidos y saturacién total del medio

puw = Cte,
pw = Cte, (2)
Sw+ 5, =1,

sumando las ecuaciones de balance de masa para ambas fases y considerando ¢ = cte. se obtiene:



Enfoque mixto-mixto para flujo bifasico

9

at(cbprw)eriV(pwuw) = qu

&(qﬁpOSo)—i-dlv(pouo) = q

div(uy + %) = qu/pw+ Go/po = q

entonces, definiendo la velocidad total w como
U = Uy + Uy, (3)
se obtiene

div(u) =¢q (4)

donde, se ha definido la razén total de inyeccidon-extraccion ¢ como

EI\ = Qw/pw + QO/po = q\w + q\o- (5)
Para propésitos de simplicidad en la notacién, hacemos las siguientes definiciones
—  Frw(Sw) — Fkro(Sw)
Mo(S) = EeslBu) () = Sl
ASw) = Aw+ Ao (6)
fw(sw) = )\Tw> fo(Sw) = %

Como puede verse de la ecuacion anterior, f,, y f, satisfacen la relacion

fw<Sw) + fO(Sw> =1 (7)
De aqui en adelante, denotamos solo con S la saturacion del agua
S =S5,
Obtenemos la relacién entre u,, y u usando (7)

Uy = (fw+fo)uw
= fwuw + fouw + fwuo - fwuo (8)
= fouw_fwuo+fwu

Uy = fouw - fwuo + fwu

Usando (8), la ecuacién de balance de masa para la fase agua se puede expresar como

0

a(¢5) + le(uw) = q\w = Qw/pw

9 (08) + v faw — fus) + div(fyu) = 2, )

Ahora bien, si desarrollamos el término (f,u, — fu,u,) y utilizamos la definicién de presién
capilar (1)4, obtenemos
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fotw = futte = —folK(grad p, — pug) + furoK (grad p, — pog)
= —AofuK(grad (py, — po) — (Pw — £0)g) (10)
= _)‘OfwK(grad (pC) - pwog)

sustituyendo (10) en (9) obtenemos

8815(¢S) —div{\, fuK(grad (p.) — puwog)} + div(fut) = Gw (11)

Si definimos un nuevo campo

w = _)\ofwK(gra’d (pc) - pwog) (12)

entonces la ecuacién (11) puede expresarse como

0 ) . .
a(ng) + div(w) + div(fuou) = Gy (13)

Las ecuaciones (12) y (13) constituyen un modelo mixto (w, S)

w = _)\ofwK(gra'd (pc) - pwog)a
0 . . _ (14)
E(QSS) + div(w) + div(fyu) = .
Ahora bien, partiendo de la definicién de velocidad total (3), hacemos el siguiente desarrollo
U = Uy + U,
= _)\wK(grad Pw — pwg) - )‘OK(grad Do — poQ)
- _K {Awgra'd Pw — )\wpwg + )\ogra'd Do — )\opog} (15)

= —K {\gradp, + Agradp, — (Auwpw + Aopo)g}
= —KA\ {fwg'r‘a'd Pw + fograd Do — (prw + fopo)g} :

Ahora bien, si utilizamos la definicién de p,, la propiedad de f,, v f, y desarrollamos el término
Vpw+ Voo + (fw — fo) Ve, obtenemos

pr + Vpo + (fw - fo)vPc = va + Vpo + (fw - fo)(pr - vPo)
= Vpu + Vp, + wapw - fvao - fova + fovPo
= (14 fu—fo)Vpw + (1 = fu + f)Vp,
= 2<fvaw + fono)

(16)

entonces

fwgra'dpw + fogradpo = % (va + Vpo + (fw - fo)vpc>
= grad 1 + po + /S(f — f )dpcdc (17)
- g 2 Pw Do 0 w o d§

= grad(p(5))
donde, hemos definido la variable presién global p(S) como

p(S) = ; (pw + o + /Os(fw - fo)czicd§>- (18)

En consecuencia, la relacién entre velocidad total w, (15), y presién global p, (18), esta dada
por
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u=—KX{gradp— (fupw+ foro)g} (19)
(1

Conjuntando las ecuaciones (19) y (4), se obtiene un modelo mixto en los campos velocidad-

total-presion-global (u, p(S))

u=—-\K {VP - (prw + fopo)g} ) (20)
div(w) = g,
y si lo asociamos con el primer modelo mixto obtenido, (14),

a — _)\OfwK(gra,d (pc) - ,Owog)a
a(ng) + div(w) + div(fyu) = G-

tenemos un sistema de dos modelos mixtos acoplados que describen el flujo bifasico en medios
porosos en los campos (u,p) y (w,S).

Para concluir esta seccién, presentamos la relacién que guardan los campos mateméticos (u, w, p, S)
con los campos fisicos (U, We, Pu; Po, S, So). Considerando (8), (10) y (12), si conocemos u y
w, podemos obtener los campos w,, y u, como

(21)

Uy = fwu + fouw - fwuoa
= fou — )\OfwK(grad (pC) - pwog)a
Uy, = [+ w,
y de la ecuacion anterior
fwu+w = Uy = U — U,
U, = u— fryu—w,
u, = fou—w,

entonces, los campos fisicos u,, y u, pueden obtenerse como [11]

Uy = fou + w,

u, = fou —w. (22)

De manera semejante, utilizando (18) y (1)4, y obtenidas p y S

Pwtpo = 2p— /fw fo
Pwt+Pw—pe = 2p— /fw fo
2py = 2p+pc—/ (fw — fo)

P = 5{2p+pc—/os(f fo)dpc }

Pwtpo = 2p— /fw fo)
PetPotPo = 2p— / (fu = fo) pc
2p, = 2p—pc—/ (fw — fo)

Po = §{2p—pc—/os(f fo)dpc }
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obtenemos las presiones de cada fase (p,) v (po), por medio de las relaciones

o dpe
Pw = % 2p+pc_/ (fw_fo)d ds )
0 S
) S dp (23)
o — 5 2p — c_/ w — Jo Cd
p 3\ pe— | (f f)dg S

Por 1dltimo, dado que, la saturacion de la fase acuosa es la misma en los modelos matematico
y fisico, obtenida S del modelo matematico, podemos usar (1); para obtener la saturacién de
las fases acuosa S, y no acuosa S, por medio de

Sy=S S, = 1-§ (24)

Con esto concluimos esta seccion del trabajo y pasamos ahora a la formulaciéon variacional de
los modelos.
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4. Formulacion Variacional de los Modelos

Antes de formular variacionalmente los modelos (20) y (21), vamos a desarrollar la ecuacién
(21)9 utilizando una derivada total para poder hacer mas facil su tratamiento [6].

gt(w) + div(w) + div(f,u) = Gy

¢%§ + f1VS - u+ fudiv(u) + div(w) = G,
53 / (25)
¢ (315 + Eu . VS) + div(w) = G — fud
cbcfs +div(w) = G — fuq
donde:
ds oS
T <8t +b- VS)
/ (26)
b = &u
¢
Entonces, utilizando (25), el modelo (21) queda expresado como
w = = fuK(grad (pc) — puog),
(27)

dS . N N
925% + div(w) = Gu — fuq.

Ahora bien, de acuerdo con Pironneau [6], una aproximacién temporal discreta de (26); puede
expresarse como

(%f b vs) ~ L (5M1(g) — SH(X!(x))} (28)

donde: At es un intervalo de tiempo, ¢ y t+ 1 son dos pasos de tiempo consecutivos y, X*(x) es
una aproximacién de X (z, (t + 1)At; tAt) que puede ser expresada por medio de un esquema
de Euler como

X' (z) =z — b'(z)At, (29)
entonces, usando (29) en un esquema implicito de Euler, podemos expresar (27); en la forma

SSTHL 4 At div w'™! = ¢SHXY) + AL (G — fud) (30)

y en consecuencia, el Modelo Mixto (w,S) (27) discreto en el tiempo, considerando p, # 0
queda expresado como

w = -\ fup, K (VS + 22g)

P

98+ At div w'! = $S'(XY) + At (G — fud)

En la formulacién variacional del problema, se usaran los modelos mixtos acoplados (20) y (31).

(31)
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Modelo Mixto  (u,p) :
u=-)\K {Vp — (prw + fopo)g}7
div(u) = q,
Modelo Mixto (w, S) :
w= -\ fup. K (vs +Lg),
HST + At div w'™ = ¢SHXT) + At (G — fud )tH :

En la formulacién variacional de los modelos (20) y (31), incorporamos condiciones de frontera y
condiciones iniciales para ambos modelos [5]. Las condiciones de frontera estédn definidas como:

u-n = u, sobre 0Qy x[0,7T),
p = p sobre 0Qpx[0,T), 29
w-n = w, sobre 0y x[0,T), (32)
S Sw sobre  0Qp x [0,T),
y las condiciones iniciales como:
p(x,0) = po(x), }
S(x,0) = Suo(x), Va € (. (33)
Utilizaremos los siguientes espacios funcionales
V(Q) = H(div;Q) = {v e L*(Q) : divo € L}(Q)}, (34)
Y(Q) = L*Q),
y la siguiente notacion
(u,v) = / (u-v)dQ, para (u,v) funciones vectoriales
“ (35)

(f,g9) = / (fg)dQ2, para (f,g) funciones escalares
Q

para hacer la formulacién variacional de los modelos mixtos (20) y (31).
Para el modelo (u,p) tenemos

(3K w,v) = (=Vp,v) + (fupu + fopo)g,v)
= (p,divo) — /E)Q(vp)(’v'n)dﬁmr ((fwpw + foro)g:v), Yo € V(Q), (36)
(divu,q) = (q,q), Vg € Y(Q).

Para el modelo (w, S) se tiene

(o

(65"+,1) +

Kw'u>:

/ g? >7

= (S, divv) / n)doS) — <p];'fog,v>, Vv € V(Q),
(A divw™,r) = (6SH(XY),r) + (Al ( R, Ve Y(9).

oprc

(37)

En los sistemas (36) y (37), hemos incorporado condiciones de frontera para ambos problemas.
En la siguiente seccién, replantearemos (36) y (37) en espacios de dimension finita para buscar
una solucién aproximada al problema de flujo bifasico.
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5. Modelos de Elemento Finito Mixto

En esta seccién replanteamos los modelos (36) y (37) en espacios de dimension finita [3,4]. Sean
V() y Yi(Q)

Vh(Q) = [¢17¢27"'7¢n] C V<Q>

Yh(Q) = [wlaw%“wwm] C Y<Q)
subespacios de dimension finita de los espacios originales V' (§2) y Y (£2) respectivamente. En
(38), cada funcion vy, € V() v yn € Yi(Q2), puede ser expresada como una combinacion lineal
del conjunto de funciones que generan al espacio, esto es, de manera general

(38)

vy = Zai¢i> Vo, € Vi(Q),

i (39)

yn = Y. B, Yy, € Yi(Q).
=1

Entonces, considerando solo funciones de V() y Y,,(€2) podemos expresar (36) y (37) como

<§K‘1uh,vh> = <—Vph, 'Uh> + <(prw + fopo)ga U) s
= <ph,diV’Uh> — ‘/BQ(’}/ph)('vh : n>daQ + <<prw + fopo)ga vh> , Yoy, € Vh(Q)7

<diV'U,h, Qh> = <é\7 Qh> ; \V/Qh S Yh(Q),
(40)
y
< LK 'w, vh> = (=VS,vp) — <pwog vh>
Ao fwDe ’ ’ IC ’ ’
= <Sh,diV’Uh> — /m(ySh)('vh . n)d(‘?Q — <F;‘,’Og,vh> , Yo, € Vh(Q), (41)
(@SEH ) + (At div w) ™ ) = (@S(XY), )
+ <At<§w — qu\)t-i—l, 7°h> , Vry, € Yh(Q),
respectivamente.

Con el propésito de obtener los sistemas de ecuaciones asociados a cada modelo, expresamos
cada campo de (40) y (41) como una combinacién lineal. Para los campos vectoriales se tiene

velocidad total = u, = Zai(bi,
i=1
flujo de saturaciéon = w, = Y &, (42)
i=1

variacion = wv; = Zﬁid’i;
i=1

y para los campos escalares tenemos
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presién global = p, = Y AN,
=1

variaciéon = ¢, = > iy,
i (43)
saturacion agua = S, = ZUZ@/JI,
l%l
variacion = 71, = mel.
=1

Podemos expresar en forma mas compacta cada uno de los campos vectoriales y escalares
definidos en (42) y (43) usando una un producto de matrices [9,10]. Aclaramos esto con un
ejemplo

u = Gran -+ doaz bt P

ai
Qo
= (¢ 0] | w0
_an_
= ¢Ta
Entonces, los campos vectoriales y escalares (42) y (43) se pueden expresar como
.glob = _ Ty
vel.tot = u, = ¢Ta7 prisalge(;c = Dh = zTV,
flujsat = wy, = ¢'9, oo = e = Y (45)
varvect = v, = ¢ 3 sat.agua = S, = Yo,
| o ’ varesc = 1, = ¥lm.

Ahora bien, utilizando (45) podemos expresar (40), modelo (u,p) en la forma
<§K_1uh7 ’Uh> = (pn,divop) — /89(71%)(’% - n)dOQ + ((fwpw + foro)g: V),
(divun, qn) = (@ qn),
Aa-B = f-8—B™X.3, V@3 e R"

(46)
Ba-v = —q-v, Yv € ™
donde:
1 -1
Ay = [ 5, K '¢d0
B, — — / bndive dS,
' 2 ’ A (47)
fi = [ (Gopu+ fopg - ¢,42— | 5o, -ndog
G = [ GmdS2.
Q

Como una forma de ilustrar la obtencion de matrices y vectores para los sistemas, hacemos el
desarrollo en detalle para obtener las matrices A y B.
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<%K_1’Uzh;'vh> = %K_1¢Ta,¢T,3>
= (30K '¢'a.8)
= (3¢ (K7'¢) ., 8)

(divuy, qp) = div(¢Ta),¢Tu>
p(divg) o, v)
= (Y ® (divp)a,v)

= —Ba-v

y también, utilizando (45), obtenemos (41), modelo (w, S) en la forma

<)\OprcK Wy, 'Uh> == <Sh7 diV’Uh) - /89(7/5}1)(1)]1 : n)daQ — <ppul)og,’vh> s

c

<¢St+1, > <At div wh™, Th> = (SHXY)mn) + (OHGw — fud)™ a)

cé™'.p = d-B—-Blo't' .3 V@3 e R"

48
Mo . w — AtB&'™ w1 = Mo'(XY) -m+ Atg™ -« Ve R 48)
El signo — en (48) se debe a la definicion de la matriz B
donde:
Cpi = /14) K-'¢d)— —1 A
" Q )\opr/c ! ‘ foprlc v
By, = — / Ydive,dQ,
0
Mue = [ ¢t (49)
d; = —/ Puog . p.d02 — / S, - ndoQ,
Q p. o9

g = /Q (G — Fuld) ™ mdQ.

La presion capilar p.(S) puede expresarse en forma analitica pero, también es comin expresarla
a través de una tabla de valores dependiente de la saturacién S. Si lo ultimo fuera el caso, para
cada intervalo de la saturacién [Sy, So], la presion capilar p.(S) puede darse como una funcién
lineal de la forma

) = S sy + 5250

donde: 0 < 51,5, < 1 son dos valores de la saturacion para los cuales, la presién capilar es
Pe(S1) ¥ pe(S2) respectivamente. Ahora bien, de acuerdo con (50), la derivada de la presion
capilar pC(S ) puede expresarse entonces como

/ . pc(S2) - pc<51>
p(S) = 55

pe(S2) (50)

(51)

10
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La ecuacién (51) nos permite usar p, en el calculo de matrices y vectores de los modelos (u, p)

y (w,S).
De acuerdo con (46) y (48), los sistemas a resolver son:

Modelo mixto (u,p) :
Aa-B=f-8—-B"X -3, VB e R (52)

Model mixto (w,S) :
C(st+1',6:d',6—BTUt+l',6, V,Bé%n (53)
M (o — o'(X") - = At (BS™ +§7) - m, YmeRT
En la siguiente seccion desarrollamos dos algoritmos de punto préximo para resolver los sistemas
(52) y (53).

6. Algoritmos de punto préximo

En esta seccién desarrollamos un algoritmo de punto préximo [7,8] que usaremos para resolver
los problemas mixtos (52) y (53). Para el desarrollo de este algoritmo, consideramos un modelo
mixto abstracto general

Encuentre (o, A*) € D(A) x D(0G™) :
(M){ —A"X* € A(a), (54)
Aa € 8GF(XY),

y construimos un algoritmo de punto préximo con base en el problema mixto abstracto (M).
Para ello, reformulamos este problema en la forma aumentada de proximacién de dos campos.
Sea

r >0 (55)

un parametro real fijo. Entonces, escribiendo la ecuacién dual de (M) en la forma equivalente,

AN +rAa € (I +roG*)(A"), (56)

e introduciendo el operador resolvente del subdiferencial @G*, definido y caracterizado [7] por

oo = Prox,qg- =1 — Prox, g1, (57)
se obtiene un problema mixto parametrizado (M), que tiene la siguiente interpretacién de
proximacion

Encuentre (o, A*) € D(A) x D(0G™) :
(M), { —A" (X‘ — Pro®,go1)(A" + rAa)) c (A+rATA) (), (58)
A = (I — Promrco(%)l> (A" +rAa).
Esta forma aumentada del problema (M) tiene la ventaja de ser un problema mixto bien condi-

cionado para el cual los algoritmos tipo Uzawa son eficientes [3,7]. En consecuencia, de manera
natural asociamos al problema (M) el siguiente algoritmo tipo Uzawa para su resolucién.

11
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Algl. Dados ag € D(A) , A} € D(OG™),

calcular o1 y Ay, para n>0:

—AT ()\; — Prox,go1y (A, + rAan)) € (A+rATA) (1), (59)
A= (I — Proz, g )1) (Ar +rAag ).

1
s

Ahora que disponemos de Algl, lo usaremos para obtener la solucién de (52) y (53), con este
propdsito hacemos las siguientes identificaciones entre (52) y (59).

Al) ~ {Aa- f}.
Aa ~ {Bal},
ATX ~ {B")}, (60)
rATA ~ rBTB
—ProwrGo(%)I(A;%—rAanH) ~ {—q}.
Entonces, de acuerdo con las identificaciones (60), el Algl para el componente velocidad
total-presion global en el intervalo de tiempo At, queda expresado en forma explicita como,

Algl. Dados of, € R*, A € R™,

calcular o ; y AL, n>0:

(A(e*) +rB"B)ay,,, = —B" (X, +1¢") + f(o*),
AL =X +rBal, +7g".

(61)

donde, A(a?) y f(ot) cambian con el tiempo de acuerdo a los valores de la saturacién del agua
o' en el tiempo t. Los subindices (n,n + 1) corresponden al proceso iterativo del algoritmo vy,
los superindices (), corresponden al paso de tiempo.

Para obtener un algoritmo que permita resolver (53), hacemos lo siguiente.

Model mixto (w,S) :
C(st+1',3:d',6—BTUt+l',6, vﬁe%n
M (o™ — o'(X") - = At (BS™ +§7) - m,  Ywe T

Expresando (53)z en la forma

M (a.t+1 _ o.t(xt)) — At EBétH + qt+1§ 62)

ot = ot(X1) + AtM! (B8 + G
y sustituyendo (62) en (53);, se obtiene:

(C+ AtB"M'B)8"! = —B" (o!(X") + AtM 1§ ) + d' (63)
Entonces, utilizando (62) y (63) se plantea el algoritmo Alg2. para resolver (53).

Alg2. Dados §y € R", 09 € R,

calcular 6,1 vy opy1, n>0:

(C + AtBTM™'B)olf = —B” (o,(X') + AM™'q) + d"*!
Oni =04 (X) + AtM T (BSLE, +§)

El algoritmo Alg2. serd programado para propédsitos de experimentacion numérica.

12
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7. Conclusiones

El enfoque mixto-mixto para tratar un problema de flujo bifasico resulta ser muy sencillo desde
su planteamiento hasta su resolucion.
Su simplicidad se refleja tanto a nivel matematico como computacional:

= A nivel matemtico los modelos tienen la misma estructura.

= A nivel computacional basta con programar uno de ellos para tener la programacion de
ambos.

Tomando en cuenta estas propiedades de los modelos, un enfoque mixto-mixto para el problema
de flujo bifésico es simple y 1util.

13
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