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Enfoque mixto-mixto para flujo bifásico

Norberto C. Vera Guzmán

1. Introducción

En este trabajo se hace el planteamiento de un modelo de flujo bifásico inmiscible incompresible
en una geometŕıa general en 3D. Para ello usamos las ecuaciones de balance de masa de cada
fase, las ecuaciones constitutivas de Darcy para cada fase, la restricción de saturación total del
medio y la presión capilar definida como la diferencia entre las presiones de fase.

2. Planteamiento del modelo f́ısico

Siguiendo el enfoque de la Mecánica del Medio Cont́ınuo [1], la deducción del modelo f́ısico de
flujo bifásico inmiscible-incompresible, se hará utilizando las ecuaciones de masa de cada fase, las
ecuaciones constitutivas representadas por la velocidad de Darcy de cada fase, la restricción de
saturación total del medio y la relación entre presiones de fase pc [2]. Finalmente, las ecuaciones
de estado vienen dadas por las hipótesis: la temperatura del sistema es constante, la densidad
de los fluidos y la porosidad del medio también son constantes.

∂

∂t
(φραSα) + div(ραuα) = qα, α = w, o,

uα = −krα
µα
K (gradpα − ραg) , α = w, o,

Sw + So = 1,

pc(Sw) = pw − po.

(1)

Para el buen planteamiento de un problema, es necesario indicar la forma como interacciona el
sistema con su medio ambiente y cual es el estado inicial de tal sistema. Esto se hace definiendo
las condiciones de frontera y las condiciones iniciales, pero por cuestiones metodológicas, tales
condiciones se darán cuando se haga la formulación variacional del modelo.

3. Planteamiento del modelo matemático

Con el propósito de tener un modelo que se pueda manejar desde un punto de vista matemático,
combinamos algebraicamente las ecuaciones (1).
Entonces, bajo la consideración de incompresibilidad de los fluidos y saturación total del medio

ρw = cte,
ρw = cte,

Sw + So = 1,
(2)

sumando las ecuaciones de balance de masa para ambas fases y considerando φ = cte. se obtiene:
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∂

∂t
(φρwSw) + div(ρwuw) = qw
∂

∂t
(φρoSo) + div(ρouo) = qo

−−−−−−−−−−
div(uw + uo) = qw/ρw + qo/ρo ≡ q̂

entonces, definiendo la velocidad total u como

u = uw + uo, (3)

se obtiene

div(u) = q̂ (4)

donde, se ha definido la razón total de inyección-extracción q̂ como

q̂ = qw/ρw + qo/ρo = q̂w + q̂o. (5)

Para propósitos de simplicidad en la notación, hacemos las siguientes definiciones

λw(Sw) = krw(Sw)
µw

, λo(Sw) = kro(Sw)
µo

,

λ(Sw) = λw + λo,

fw(Sw) = λw
λ
, fo(Sw) = λo

λ
.

(6)

Como puede verse de la ecuación anterior, fw y fo satisfacen la relación

fw(Sw) + fo(Sw) = 1. (7)

De aqúı en adelante, denotamos solo con S la saturación del agua

S = Sw.

Obtenemos la relación entre uw y u usando (7)

uw = (fw + fo)uw
= fwuw + fouw + fwuo − fwuo
= fouw − fwuo + fwu

(8)

uw = fouw − fwuo + fwu

Usando (8), la ecuación de balance de masa para la fase agua se puede expresar como

∂

∂t
(φS) + div(uw) = q̂w = qw/ρw

∂

∂t
(φS) + div(fouw − fwuo) + div(fwu) = q̂w (9)

Ahora bien, si desarrollamos el término (fouw − fwuo) y utilizamos la definición de presión
capilar (1)4, obtenemos
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fouw − fwuo = −foλwK(grad pw − ρwg) + fwλoK(grad po − ρog)
= −λofwK(grad (pw − po)− (ρw − ρo)g)
= −λofwK(grad (pc)− ρwog)

(10)

sustituyendo (10) en (9) obtenemos

∂

∂t
(φS)− div {λofwK(grad (pc)− ρwog)}+ div(fwu) = q̂w (11)

Si definimos un nuevo campo

w = −λofwK(grad (pc)− ρwog) (12)

entonces la ecuación (11) puede expresarse como

∂

∂t
(φS) + div(w) + div(fwu) = q̂w (13)

Las ecuaciones (12) y (13) constituyen un modelo mixto (w, S)

w = −λofwK(grad (pc)− ρwog),
∂

∂t
(φS) + div(w) + div(fwu) = q̂w.

(14)

Ahora bien, partiendo de la definición de velocidad total (3), hacemos el siguiente desarrollo

u = uw + uo
= −λwK(grad pw − ρwg)− λoK(grad po − ρog)
= −K {λwgrad pw − λwρwg + λograd po − λoρog}
= −K {λwgrad pw + λograd po − (λwρw + λoρo)g} ,
= −Kλ {fwgrad pw + fograd po − (fwρw + foρo)g} .

(15)

Ahora bien, si utilizamos la definición de pc, la propiedad de fw y fo y desarrollamos el término
∇pw +∇po + (fw − fo)∇pc, obtenemos

∇pw +∇po + (fw − fo)∇pc = ∇pw +∇po + (fw − fo)(∇pw −∇po)
= ∇pw +∇po + fw∇pw − fw∇po − fo∇pw + fo∇po
= (1 + fw − fo)∇pw + (1− fw + fo)∇po
= 2(fw∇pw + fo∇po)

(16)

entonces

fwgradpw + fogradpo = 1
2

(∇pw +∇po + (fw − fo)∇pc)

= grad

{
1

2

(
pw + po +

∫ S

0
(fw − fo)

dpc
dς
dς

)}
= grad(p(S))

(17)

donde, hemos definido la variable presión global p(S) como

p(S) =
1

2

(
pw + po +

∫ S

0
(fw − fo)

dpc
dς
dς

)
. (18)

En consecuencia, la relación entre velocidad total u, (15), y presión global p, (18), está dada
por
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u = −Kλ {grad p− (fwρw + foρo)g} (19)

Conjuntando las ecuaciones (19) y (4), se obtiene un modelo mixto en los campos velocidad-
total-presión-global (u, p(S))

u = −λK {∇p− (fwρw + foρo)g} ,
div(u) = q̂,

(20)

y si lo asociamos con el primer modelo mixto obtenido, (14),

w = −λofwK(grad (pc)− ρwog),
∂

∂t
(φS) + div(w) + div(fwu) = q̂w.

(21)

tenemos un sistema de dos modelos mixtos acoplados que describen el flujo bifásico en medios
porosos en los campos (u, p) y (w, S).
Para concluir esta sección, presentamos la relación que guardan los campos matemáticos (u,w, p, S)
con los campos f́ısicos (uw,uo, pw, po, S, So). Considerando (8), (10) y (12), si conocemos u y
w, podemos obtener los campos uw y uo como

uw = fwu+ fouw − fwuo,
= fwu− λofwK(grad (pc)− ρwog),

uw = fwu+w,

y de la ecuación anterior

fwu+w = uw = u− uo,
uo = u− fwu−w,
uo = fou−w,

entonces, los campos f́ısicos uw y uo pueden obtenerse como [11]

uw = fwu+w,
uo = fou−w.

(22)

De manera semejante, utilizando (18) y (1)4, y obtenidas p y S

pw + po = 2p−
∫ S

0
(fw − fo)

dpc
dς
dς

pw + pw − pc = 2p−
∫ S

0
(fw − fo)

dpc
dς
dς

2pw = 2p+ pc −
∫ S

0
(fw − fo)

dpc
dς
dς

pw = 1
2

{
2p+ pc −

∫ S

0
(fw − fo)

dpc
dς
dς

}

pw + po = 2p−
∫ S

0
(fw − fo)

dpc
dς
dς

pc + po + po = 2p−
∫ S

0
(fw − fo)

dpc
dς
dς

2po = 2p− pc −
∫ S

0
(fw − fo)

dpc
dς
dς

po = 1
2

{
2p− pc −

∫ S

0
(fw − fo)

dpc
dς
dς

}
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obtenemos las presiones de cada fase (pw) y (po), por medio de las relaciones

pw = 1
2

{
2p+ pc −

∫ S

0
(fw − fo)

dpc
dς
dς

}
,

po = 1
2

{
2p− pc −

∫ S

0
(fw − fo)

dpc
dς
dς

}
.

(23)

Por último, dado que, la saturación de la fase acuosa es la misma en los modelos matemático
y f́ısico, obtenida S del modelo matemático, podemos usar (1)3 para obtener la saturación de
las fases acuosa Sw y no acuosa So por medio de

Sw = S, So = 1− S. (24)

Con esto concluimos esta sección del trabajo y pasamos ahora a la formulación variacional de
los modelos.
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4. Formulación Variacional de los Modelos

Antes de formular variacionalmente los modelos (20) y (21), vamos a desarrollar la ecuación
(21)2 utilizando una derivada total para poder hacer mas fácil su tratamiento [6].

∂

∂t
(φS) + div(w) + div(fwu) = q̂w

φ
∂S

∂t
+ f

′

w∇S · u+ fwdiv(u) + div(w) = q̂w

φ

(
∂S

∂t
+
f
′
w

φ
u · ∇S

)
+ div(w) = q̂w − fwq̂

φ
dS

dt
+ div(w) = q̂w − fwq̂

(25)

donde:

dS

dt
=

(
∂S

∂t
+ b · ∇S

)

b =
f
′
w

φ
u

(26)

Entonces, utilizando (25), el modelo (21) queda expresado como

w = −λofwK(grad (pc)− ρwog),

φ
dS

dt
+ div(w) = q̂w − fwq̂.

(27)

Ahora bien, de acuerdo con Pironneau [6], una aproximación temporal discreta de (26)1 puede
expresarse como (

∂S

∂t
+ b · ∇S

)t+1

∼= 1
4t {S

t+1(x)− St(X t(x))} (28)

donde: 4t es un intervalo de tiempo, t y t+ 1 son dos pasos de tiempo consecutivos y, X t(x) es
una aproximación de X(x, (t + 1)4t; t4t) que puede ser expresada por medio de un esquema
de Euler como

X t(x) = x− bt(x)4t, (29)

entonces, usando (29) en un esquema impĺıcito de Euler, podemos expresar (27)2 en la forma

φSt+1 +4t div wt+1 = φSt(X t) +4t (q̂w − fwq̂)t+1 , (30)

y en consecuencia, el Modelo Mixto (w, S) (27) discreto en el tiempo, considerando p
′
c 6= 0

queda expresado como

w = −λofwp
′
cK

(
∇S + ρwo

p′c
g
)
,

φSt+1 +4t div wt+1 = φSt(X t) +4t (q̂w − fwq̂)t+1 .
(31)

En la formulación variacional del problema, se usarán los modelos mixtos acoplados (20) y (31).
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Modelo Mixto (u, p) :
u = −λK {∇p− (fwρw + foρo)g} ,
div(u) = q̂,

Modelo Mixto (w, S) :

w = −λofwp
′
cK

(
∇S + ρwo

p′c
g
)
,

φSt+1 +4t div wt+1 = φSt(X t) +4t (q̂w − fwq̂)t+1 .

En la formulación variacional de los modelos (20) y (31), incorporamos condiciones de frontera y
condiciones iniciales para ambos modelos [5]. Las condiciones de frontera están definidas como:

u · n = ûn sobre ∂ΩN × [0, T ),
p = p̂ sobre ∂ΩD × [0, T ),

w · n = ŵn sobre ∂ΩN × [0, T ),

S = Ŝw sobre ∂ΩD × [0, T ),

(32)

y las condiciones iniciales como:

p(x, 0) = p0(x),
S(x, 0) = Sw0(x),

}
∀x ∈ Ω. (33)

Utilizaremos los siguientes espacios funcionales

V (Ω) = H(div; Ω) =
{
v ∈ L2(Ω) : divv ∈ L2(Ω)

}
,

Y (Ω) = L2(Ω),
(34)

y la siguiente notación

〈u,v〉 =
∫

Ω
(u · v)dΩ, para (u,v) funciones vectoriales

〈f, g〉 =
∫

Ω
(fg)dΩ, para (f, g) funciones escalares

(35)

para hacer la formulación variacional de los modelos mixtos (20) y (31).
Para el modelo (u, p) tenemos

〈
1
λ
K−1u,v

〉
= 〈−∇p,v〉+ 〈(fwρw + foρo)g,v〉 ,
= 〈p, divv〉 −

∫
∂Ω

(γp)(v · n)d∂Ω + 〈(fwρw + foρo)g,v〉 , ∀v ∈ V (Ω),

〈divu, q〉 = 〈q̂, q〉 , ∀q ∈ Y (Ω).

(36)

Para el modelo (w, S) se tiene

〈
1

λofwp
′
c
K−1w,v

〉
= 〈−∇S,v〉 −

〈
ρwo
p′c
g,v

〉
,

= 〈S, divv〉 −
∫
∂Ω

(γS)(v · n)d∂Ω−
〈
ρwo
p′c
g,v

〉
, ∀v ∈ V (Ω),

〈φSt+1, r〉+ 〈4t div wt+1, r〉 = 〈φSt(X t), r〉+ 〈4t(q̂w − fwq̂)t+1, r〉 , ∀r ∈ Y (Ω).
(37)

En los sistemas (36) y (37), hemos incorporado condiciones de frontera para ambos problemas.
En la siguiente sección, replantearemos (36) y (37) en espacios de dimension finita para buscar
una solución aproximada al problema de flujo bifásico.

7



Enfoque mixto-mixto para flujo bifásico

5. Modelos de Elemento Finito Mixto

En esta sección replanteamos los modelos (36) y (37) en espacios de dimension finita [3,4]. Sean
V h(Ω) y Yh(Ω)

V h(Ω) = [φ1,φ2, ...,φn] ⊂ V (Ω)

Yh(Ω) = [ψ1, ψ2, ..., ψm] ⊂ Y (Ω)
(38)

subespacios de dimension finita de los espacios originales V (Ω) y Y (Ω) respectivamente. En
(38), cada función vh ∈ V h(Ω) y yh ∈ Yh(Ω), puede ser expresada como una combinación lineal
del conjunto de funciones que generan al espacio, esto es, de manera general

vh =
n∑
i=1

αiφi, ∀ vh ∈ V h(Ω),

yh =
t∑
l=1

βlψl, ∀ yh ∈ Yh(Ω).

(39)

Entonces, considerando solo funciones de V h(Ω) y Yh(Ω) podemos expresar (36) y (37) como

〈
1
λ
K−1uh,vh

〉
= 〈−∇ph,vh〉+ 〈(fwρw + foρo)g,v〉 ,
= 〈ph, divvh〉 −

∫
∂Ω

(γph)(vh · n)d∂Ω + 〈(fwρw + foρo)g,vh〉 , ∀vh ∈ V h(Ω),

〈divuh, qh〉 = 〈q̂, qh〉 , ∀qh ∈ Yh(Ω),
(40)

y

〈
1

λofwp
′
c
K−1wh,vh

〉
= 〈−∇Sh,vh〉 −

〈
ρwo
p′c
g,vh

〉
,

= 〈Sh, divvh〉 −
∫
∂Ω

(γSh)(vh · n)d∂Ω−
〈
ρwo
p′c
g,vh

〉
, ∀vh ∈ V h(Ω),〈

φSt+1
h , rh

〉
+
〈
4t div wt+1

h , rh
〉

= 〈φSth(X t), rh〉
+ 〈4t(q̂w − fwq̂)t+1, rh〉 , ∀rh ∈ Yh(Ω),

(41)

respectivamente.
Con el propósito de obtener los sistemas de ecuaciones asociados a cada modelo, expresamos
cada campo de (40) y (41) como una combinación lineal. Para los campos vectoriales se tiene

velocidad total = uh =
n∑
i=1

αiφi,

flujo de saturación = wh =
n∑
i=1

δiφi,

variacion = vh =
n∑
i=1

βiφi,

(42)

y para los campos escalares tenemos
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presión global = ph =
m∑
l=1

λlψl,

variación = qh =
m∑
l=1

νlψl,

saturación agua = Sh =
m∑
l=1

σlψl,

variación = rh =
m∑
l=1

πlψl.

(43)

Podemos expresar en forma mas compacta cada uno de los campos vectoriales y escalares
definidos en (42) y (43) usando una un producto de matrices [9,10]. Aclaramos esto con un
ejemplo

u = φ1α1 + φ2α2 + ...+ φnαn

= [φ1φ2...φn]



α1

α2

.

.

.
αn


= φTα

(44)

Entonces, los campos vectoriales y escalares (42) y (43) se pueden expresar como

 vel.tot = uh = φTα,
fluj.sat = wh = φTδ,

var.vect = vh = φTβ,




pres.glob = ph = ψTλ,
var.esc = qh = ψTν,

sat.agua = Sh = ψTσ,
var.esc = rh = ψTπ.

 (45)

Ahora bien, utilizando (45) podemos expresar (40), modelo (u, p) en la forma〈
1
λ
K−1uh,vh

〉
= 〈ph, divvh〉 −

∫
∂Ω

(γph)(vh · n)d∂Ω + 〈(fwρw + foρo)g,vh〉 ,
〈divuh, qh〉 = 〈q̂, qh〉 ,

Aα · β = f · β −BTλ · β, ∀β ∈ <n

Bα · ν = −q̂ · ν, ∀ν ∈ <m
(46)

donde:

Aij =
∫

Ω

1

λ
φj ·K−1φidΩ,

Bmj = −
∫

Ω
ψmdivφjdΩ,

fj =
∫

Ω
(fwρw + foρo)g · φjdΩ−

∫
∂Ω
p̂φj · nd∂Ω,

q̂m =
∫

Ω
q̂ψmdΩ.

(47)

Como una forma de ilustrar la obtención de matrices y vectores para los sistemas, hacemos el
desarrollo en detalle para obtener las matrices A y B.

9
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〈
1
λ
K−1uh,vh

〉
=

〈
1
λ
K−1φTα,φTβ

〉
=

〈
1
λ
φK−1φTα,β

〉
=

〈
1
λ
φ⊗

(
K−1φ

)
α,β

〉
= Aα · β

〈divuh, qh〉 =
〈
div(φTα),ψTν

〉
=

〈
ψ(divφ)Tα,ν

〉
= 〈ψ ⊗ (divφ)α,ν〉
= −Bα · ν

y también, utilizando (45), obtenemos (41), modelo (w, S) en la forma

〈
1

λofwp
′
c
K−1wh,vh

〉
= 〈Sh, divvh〉 −

∫
∂Ω

(γSh)(vh · n)d∂Ω−
〈
ρwo
p′c
g,vh

〉
,〈

φSt+1
h , rh

〉
+
〈
4t div wt+1

h , rh
〉

= 〈φSth(X t), rh〉+ 〈4t(q̂w − fwq̂)t+1, rh〉 ,

Cδt+1 · β = d · β −BTσt+1 · β ∀β ∈ <n

Mσt+1 · π −4tBδt+1 · π = Mσt(X t) · π +4tq̃t+1 · π ∀π ∈ <m
(48)

El signo − en (48) se debe a la definicion de la matriz B
donde:

Cij =
∫

Ω

1

λofwp
′
c

φj ·K−1φidΩ =
1

fofwp
′
c

Aij,

Bmj = −
∫

Ω
ψmdivφjdΩ,

Mmk =
∫

Ω
φψmψkdΩ,

dj = −
∫

Ω

ρwo
p′c
g · φjdΩ−

∫
∂Ω
Ŝwφj · nd∂Ω,

q̃t+1
m =

∫
Ω

(q̂w − fwq̂)t+1ψmdΩ.

(49)

La presión capilar pc(S) puede expresarse en forma anaĺıtica pero, también es común expresarla
a través de una tabla de valores dependiente de la saturación S. Si lo último fuera el caso, para
cada intervalo de la saturación [S1, S2], la presión capilar pc(S) puede darse como una función
lineal de la forma

pc(S) =
(S2 − S)

S2 − S1

pc(S1) +
(S − S1)

S2 − S1

pc(S2) (50)

donde: 0 ≤ S1, S2 ≤ 1 son dos valores de la saturación para los cuales, la presión capilar es
pc(S1) y pc(S2) respectivamente. Ahora bien, de acuerdo con (50), la derivada de la presión
capilar p

′
c(S) puede expresarse entonces como

p
′

c(S) =
pc(S2)− pc(S1)

S2 − S1

. (51)

10
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La ecuación (51) nos permite usar p
′
c en el cálculo de matrices y vectores de los modelos (u, p)

y (w, S).
De acuerdo con (46) y (48), los sistemas a resolver son:

Modelo mixto (u, p) :
Aα · β = f · β −BTλ · β, ∀β ∈ <n
Bα · ν = −q̂ · ν, ∀ν ∈ <m

(52)

y

Model mixto (w, S) :
Cδt+1 · β = d · β −BTσt+1 · β, ∀β ∈ <n

M (σt+1 − σt(X t)) · π = 4t
(
Bδt+1 + q̃t+1

)
· π, ∀π ∈ <m

(53)

En la siguiente sección desarrollamos dos algoritmos de punto próximo para resolver los sistemas
(52) y (53).

6. Algoritmos de punto próximo

En esta sección desarrollamos un algoritmo de punto próximo [7,8] que usaremos para resolver
los problemas mixtos (52) y (53). Para el desarrollo de este algoritmo, consideramos un modelo
mixto abstracto general

(M)


Encuentre (α,λ∗) ∈ D(A)×D(∂G∗) :
−ΛTλ∗ ∈ A(α),
Λα ∈ ∂G∗(λ∗),

(54)

y construimos un algoritmo de punto próximo con base en el problema mixto abstracto (M).
Para ello, reformulamos este problema en la forma aumentada de proximación de dos campos.
Sea

r > 0 (55)

un parámetro real fijo. Entonces, escribiendo la ecuación dual de (M) en la forma equivalente,

λ∗ + rΛα ∈ (I + r∂G∗)(λ∗), (56)

e introduciendo el operador resolvente del subdiferencial ∂G∗, definido y caracterizado [7] por

J r∂G∗ ≡ ProxrG∗ = I − ProxrG◦( 1
r

)I , (57)

se obtiene un problema mixto parametrizado (M)r que tiene la siguiente interpretación de
proximación

(M)r


Encuentre (α,λ∗) ∈ D(A)×D(∂G∗) :

−ΛT
(
λ∗ − ProxrG◦( 1

r
)I(λ

∗ + rΛα)
)
∈ (A + rΛTΛ)(α),

λ∗ =
(
I − ProxrG◦( 1

r
)I

)
(λ∗ + rΛα).

(58)

Esta forma aumentada del problema (M) tiene la ventaja de ser un problema mixto bien condi-
cionado para el cual los algoritmos tipo Uzawa son eficientes [3,7]. En consecuencia, de manera
natural asociamos al problema (M) el siguiente algoritmo tipo Uzawa para su resolución.

11
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
Alg1. Dados α0 ∈ D(A) , λ∗0 ∈ D(∂G∗),
calcular αn+1 y λ∗n+1 para n ≥ 0 :

−ΛT
(
λ∗n − ProxrG◦( 1

r
)I(λ

∗
n + rΛαn)

)
∈ (A + rΛTΛ)(αn+1),

λ∗n+1 =
(
I − ProxrG◦( 1

r
)I

)
(λ∗n + rΛαn+1).

(59)

Ahora que disponemos de Alg1, lo usaremos para obtener la solución de (52) y (53), con este
propósito hacemos las siguientes identificaciones entre (52) y (59).

A(α) ' {Aα− f},
Λα ' {Bα},

ΛTλ∗ ' {BTλ},
rΛTΛ ' rBTB

−ProxrG◦( 1
r

)I(λ
∗
n + rΛαn+1) ' {−q̂}.

(60)

Entonces, de acuerdo con las identificaciones (60), el Alg1 para el componente velocidad
total-presión global en el intervalo de tiempo 4t, queda expresado en forma expĺıcita como,

Alg1. Dados αt0 ∈ <n,λt0 ∈ <m,
calcular αtn+1 y λtn+1, n ≥ 0 :

(A(σt) + rBTB)αtn+1 = −BT (λtn + rq̂t) + f(σt),

λtn+1 = λtn + rBαtn+1 + rq̂t.

(61)

donde, A(σt) y f(σt) cambian con el tiempo de acuerdo a los valores de la saturación del agua
σt en el tiempo t. Los sub́ındices (n, n + 1) corresponden al proceso iterativo del algoritmo y,
los supeŕındices (t), corresponden al paso de tiempo.
Para obtener un algoritmo que permita resolver (53), hacemos lo siguiente.

Model mixto (w, S) :
Cδt+1 · β = d · β −BTσt+1 · β, ∀β ∈ <n

M (σt+1 − σt(X t)) · π = 4t
(
Bδt+1 + q̃t+1

)
· π, ∀π ∈ <m

Expresando (53)2 en la forma

M (σt+1 − σt(X t)) = 4t
(
Bδt+1 + q̃t+1

)
σt+1 = σt(X t) +4tM−1

(
Bδt+1 + q̃t+1

) (62)

y sustituyendo (62) en (53)1, se obtiene:

(C +4tBTM−1B)δt+1 = −BT
(
σt(X t) +4tM−1q̃t+1

)
+ dt+1 (63)

Entonces, utilizando (62) y (63) se plantea el algoritmo Alg2. para resolver (53).

Alg2. Dados δ0 ∈ <n,σ0 ∈ <m,
calcular δn+1 y σn+1, n ≥ 0 :

(C +4tBTM−1B)δt+1
n+1 = −BT

(
σtn(X t) +4tM−1q̃

)
+ dt+1

σn+1 = σtn(X t) +4tM−1
(
Bδt+1

n+1 + q̃
) (64)

El algoritmo Alg2. será programado para propósitos de experimentación numérica.
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7. Conclusiones

El enfoque mixto-mixto para tratar un problema de flujo bifásico resulta ser muy sencillo desde
su planteamiento hasta su resolución.
Su simplicidad se refleja tanto a nivel matemático como computacional:

A nivel matemtico los modelos tienen la misma estructura.

A nivel computacional basta con programar uno de ellos para tener la programación de
ambos.

Tomando en cuenta estas propiedades de los modelos, un enfoque mixto-mixto para el problema
de flujo bifásico es simple y útil.
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